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ABSTRACT

The article mentioned teaching the precise definition of a limit from a
particular case. Next, some teaching and learning activities have been
built to reduce the difficulties of students when they learn about that
abstract definition through the process of the mathematical modeling.
From that, students will have a profound understanding of the
connection between the concept of the limit and reality.

TOM TAT

Bai bao dé cdp dén viéc day hoc dinh nghia chinh xdc vé khdi niém gioi
han tir mot truong hop cu thé. Tiéb theo, mét s6 hoat dong day va hoc da
dwgc xdy dung voi muc dich giam bot nhitng kho khan cho hoc sinh khi
ho linh hoi khai niém triru tuong nay thong qua qud trinh mé hinh hoa
toan hoc. Qua do, hoc sinh sé c6 dugc hiéu biét sdu sdc hon vé moi lién
hé giira khai niém gioi han va thuc tién.
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1 PAT VAN BE

Trong qua trinh day hoc toan, diéu quan trong
1a 1am thé nao gitip hoc sinh (HS) hiéu rd hon khéi
niém, nhan biét dugc su thé hién cua khai niém do
trong thuc té. Boi 18, khai niém 13 nén tang cia
toan b kién thirc toan hoc, 14 tién dé dé hinh thanh
kha nang vén dyng hi¢u qua cac kién thirc da hoc
vao giai quyét cac van dé trong ndi bo toan, cac
tinh hudng thuc té; dong thoi gop phan phat trién
nang lyc tri tu¢ cho HS. Khai ni¢m toan hoc & bac
phd théng di ¢6 triru twong nhung van c6 thé tim
thdy su thé hién cta chung trong thyc tién va khai
ni€ém gidi han cling khong phai 14 mot ngoai 1€.
Khéi ni¢ém gidi han da dugc dinh nghia theo hai
quan diém, trong d6 dinh nghia bang ngdn ngir

£,0 da bién mat trong cac sach gido khoa hién
hanh v6i muc dich lam giam kho khan cho HS khi
ho linh hoi khai niém nay. Nhung quan diém nay
hinh thanh nghia ding cta khai niém gi6i han va rd
rang giup cho HS hiéu 15 ban chat cua né 1a diéu
v0 cung can thiét. Mot trong nhitng co hoi dé HS
¢6 thé hiéu rd hon vé khai niém theo quan diém
nay la gido vién (GV) uy thac cho hoc sinh giai
quyét cac tinh hubng thyc té, tir 46 HS kham pha ra
nét hoan toan twong dong ciia y nghia bai toan thuc
té v6i dinh ngha giéi han bang ngon ngit &,0. Dé
giai quyét cac van dé thuc té, HS phai trai qua qua
trinh m6 hinh hoéa toan hoc — qua trinh chuyen van
dé thuoc linh vuc ngoai toan hoc thanh van dé coa
toan hoc, rdi st dung cac cong cu toan dé tim cau
tra 10i cho van dé duoc dit ra ban dau. Trong bai
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viét, viéc bd sung ¥ nghia con thiéu vé khai niém
giéi han theo ngdn nglt &, O cho HS thong qua qua
trinh mé hinh héa toan hoc dugc deé cép.
2 NOI DUNG NGHIEN CUU
2.1 Qua trinh mé hinh héa toan hoc
Theo tac gia Lé Thi Hoai Chau (2014), “Mo

hinh héa toan hoc la sy giai thich bang toan hoc
cho mot hé thong ngoai toan hoc voi nhitng cau hoi
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xac dinh ma nguoi ta dt ra trén hé théng nay. Qua
trinh md hinh héa toan hoc 1a qua trinh thict 1ap
mdt mo6 hinh toan hoc cho van d€ ngoai toan hoc,
giai quyét van dé trong mé hinh d6, roi thé hién va
danh gia 101 giai trong ngit canh thyc t¢, cai tién
mo hinh néu cach giai quyet khong theé chap nhan”.

Phong theo Stewart (2012),s0 do tom luoc cac
budc cla qua trinh mo hinh héa nhu sau:

Giai thich

Van dé & thé MS hinh Két luén D béo &
gigi thire toan hoc toan hoc thé gidi thwe
T Kiém tra

So d6: Qua trinh mé hinh héa

Bén budce ciia qua trinh mo hinh héa cu thé nhu
sau:

Budée 1. Lap mot md hinh toan hoc bang cach
xac dinh va dat tén cho cac bién sb, c6 thé dua ra
cac gia dinh nham lam don gian hoa hién tugng dé
4p dung toan hoc mot cach dé dang.

Bude 2. Ap dung kién thic toan hoc vao md
hinh vira dugc xay dung nén dé dua ra cac két luan
vé toan hoc.

Bude 3. Van dung cac két luan toan hoc va giai
thich chiing trong mbi lién h¢ voi hién thyuc ¢ thé
gi6i thuc bang cach dua ra sy giai thich va nhiing
du bao.

Buérce 4. Kiém tra lai cac du bdo, sy gidi thich
thong qua viéc kiém tra lai cac dir li¢u thyuc t€. Neu
chung khong phu hgp voi thuc t€ thi can sua doi
md hinh hodc xay dung mo6 hinh méi va bat dau
quy trinh lai mot lan nira.

2.2 Nhirng quan diém vé khai niém giéi han
trong lich st

N6i vé nhimng quan diém vé khai niém giéi han
trong lich su, L& Thai Bao Thién Trung (2011)
nhan dinh:

Quan diém diu tién vé khai niém gioi han ton
tai tir thoi Euclide (tu tuong cua no6 thé hién trong
Phuong phéap vét can) dén tin Newton
(1642-1727) . Lé Thai Bao Thién Trung goi day la
quan diém “ xap xi z ”. Trong quan diém nay, bién
$0 “kéo” ham so6:

Néu mot dai luong © tién vé mot giatri @ cua
dai lugng nay (theo nghia, nd nhan cac gia tri ngay
cang gan a ) thi dai luong ¥y — dai lugng phu thudc

2 (mdt ham sb bién T )- tién vé& mot gia tri L.
Nghia 1a = cang luc cang gan a kéo theo Y cang
lac cang gan L .

Quan diém thir hai vé khai niém giéi han xuét
hign khi Cauchy (1821) dua ra dinh nghia chinh
xac cho khai niém nay. Lé Thai Bao Thién Trung
goi day la quan diém “ xap xi f(z)” .

Trong quan diém “ x4p xi f(z)” chung ta hiéu
khai niém gidi han (thé hién trong ki hi€u hién dai
ngdy nay lim f(z)=L) c6 nghia 1a 46 x4p xi cla

T—>a
f(z) v6i L ma ta mong mudn s& quyét dinh do
xap xi ciia T v6i a can chon.

Quan diém thtr hai di hinh thanh nghia dung
cua khai niém gi6i han. Nam 1876, Weierstrass da
thé hién quan diém “ x4p xi f(z)” cta khai niém
gi6i han bang ngon ngit &, 5 (Lé Thai Bao Thién
Trung, 2011). Pinh nghia stc tich ndy van duoc sir
dung & bac dai hoc ngay nay. Véi ngén ngit hinh
thire, nguoi ta c6 thé trinh bay khai niém gioi han
nhu sau:

lim f(x):Lc>(‘v’8>0,EI§>O:‘x—a‘<53‘f(z)—[/‘<€)
r—a

Hai quan diém ké trén thé hién su dbi 1ap nhau
ve vai tro ciia 6 xap xi bien & va do xap xi gia tri
ham s0 & : trong quan diém “ xap xi z”, d xap
xi & kéo theo do xap xi ¢ ; con trong quan diém
“xap xi f(z)”, do xap xi & mong muodn s& quyct
dinh d6 x4p xi 5.
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2.3 Xay dung mot kich ban day hoc dinh
nghia chinh xac ciia khai niém giéi han thong
qua qua trinh mo hinh héa toan hoc

Trong phin ndy, mot kich ban day hoc dinh
nghia chinh x4c vé giéi han ciia ham sd véi muc
dich giam bdt kho khan cho HS khi linh hoi khai
niém triru twong nay duoc gisi thidu. Di véi cac
tinh huéng trong kich ban, mot s6 cau tra 101 cua
HS va trinh bay cac chién luoc mong dgi cho cac
tinh hudng duoc dy kién.

2.3.1 Khung Ii thuyét tham chiéu

Cac cong cu coa li thuyét tinh hudng do
Brousseau (1998) dat nén méng dugc van dung dé
xdy dung kich ban day hoc. Li thuyét nay di dugc
trinh bay trong cudn gido trinh song ngir Viét —
Phap cia Bessot va cac cong su (2009). Muc ti€u
ctia li thuyét tinh hubng 1 nghién ctru nhing diéu
kién tdt nhit cho phép nguoi hoc linh hoi thyc sy
tri thire can day. Pé 1am diéu ndy, nha nghién ctu
can phai xay dung nhiing tinh hudng day hoc ma &
d6 nguoi hoc thuc sy can dén tri thic nhdm dén
(chang han khai niém giéi han) dé giai quyét van
dé. Mot (hay nhiéu) y nghia cua tri thirc s& duoc
ngudi hoc kién tao khi ho tim cach giai quyét van
dé trong tinh hudng.

2.3.2  Dan dung kich ban

Kich ban c6 thé tién hanh day hoc trong mot
budi (70 phit, lam viéc theo nhom) trén ddi tugng
1a cac em HS 16p 11 hodc cac em HS 16p 12 trung
hoc phé thong di hoc xong khai niém gi6i han cia
ham so.

Hoat dong 1: (30 phat, lam viéc theo nhém va
tap thé). Muc dich xdy dung dinh nghia chinh xac
vé gidi han ctia ham so.

Hoat dong 2: (10 phat, 1am viéc theo nhom).
Muyc dich kich thich tinh t6 mo, tao sy quan tdm
dén tinh hudng va goi 1én ¥ niém vé sy xap xi cho
HS trong tinh hubng thyc té.

Hoat dong 3: (30 phut, lam viéc theo nhdm).
Muc dich lam r6 rang hon cho HS vé sy thé hién
clia quan diém “ xép xif(x) ” cua khai ni¢m gidi
han trong tinh hudng thuc té.

2.3.3 Noi dung kich ban

Hoat dong 1: (30 phut, 1am viéc theo nhom va
tap thé).

GV bit dau hoat dong 1 bang cach phat phiéu
hoc tép c6 tinh huong 1 keém theo cu hoi cho cac
nhém, yéu cau HS thao luan va dién cau tra 161 vao
phiéu hoc tap.
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Tinh  huéng 1. Cho ham s
4x-5 néu x#3
f(x)=

10 néu x=3

a) Tinh lim f(z)?
3

b) Néu f(z) cach 7 mot khoang nho hon 0,1
thi 2 nam cach 3 mot khoang bao nhiéu?

¢) Lam lai cau (b) véi f(z)ndm cach7 mot
khoang nho hon0,01.Con f(z)nam cach 7 mot
khoang nho hon 0,001 thi sao?

d) Hiy dua ra mot phat biéu tong quat cho cac
truong hop trén.

Céc nhém thao ludn va tra 161 vao phiéu hoc tap
c4c cau hoi tinh hudng do GV dit ra. GV quan sat
HS thao luan, c6 thé dat cau hoi goi md cho HS
néu can. Sau d6, GV thu céc phiéu hoc tép cia cac
nhém va chon phiéu hoc tap cua mot vai nhom dé
trinh chiéu 1én bang. GV va HS cung phan tich va
nhan xét. Cudi cing, GV trinh bay bai giai mong
doi cta cac cau hoi 1én bang.

Tinh hudng 1. (Loi giai mong doi tir HS)

a) Khiz dan d&én 3nhung z#3 thi f(z)dan dén

7, vithé lim f(z)=7
r—>3

b) Khoang cach tir = dén 3 lé‘x—3‘ va khoang
cach tir f(z) dén 71a|f(x)-7|, vy yéu cdu cia bai
toan 1a tim mot s6 O sao cho:

|£(2)-7|<0,1 néu |z—3[<5 nhung 23

Néu ‘x—3‘>0, thi z=3,do d6 dang twong duong
cuia bai toan 1a can tim mot sO & sao cho

|£(2)-7|<0.1 néu 0<]o—3[<s

Vi |f(2)-7]<0,1 nén [42-5-7|<0,1. Diéu nay

tuong duong voi ‘$73‘<%

Do d6, dap an cho bai toan trén la § :%; tuc la

néu znam cach 3 mot khoang nho hon % thi

f(z) s& nam cach 7 mot khoang nho hon 0,1.

¢) Néu thay dbi con sd 0,1 trong bai toan trén
thanh mot s6 nho hon 1a 0,01, thi ciing v&i phuong
phap nhu trén, f(z) s€ sai khac7mot khoang nho
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hon 0,01 voi didu kién 2 sai khac 3 mot sé nho hon
0,01
=

Tuwong tu nhu vy,

001

|f(2)-7|<0,001 néu 0<|z- 3|<O ,001

d) S60,1 trong céau (b), cac s6.0,01va 0,001 trong
céu (c) chinh 1a sai s6 c6 thé cho phép. Vi 7 chinh
1a gi¢i han chinh x4c ctia f() khiz din dén3nén
c¢6 thé cho phép su chénh léch gitra f(z) va7 thip
hon mét trong ba con sb ndy; va ciing c6 thé cho
n6 thap hon bat ki mdt so duong nao khac. Néu ki
hi€u & cho mot s6 duwong bat ki, the thi

|f(x)—7|<s néu 0<|z—3|<2 (*)

Tiép theo, GV nhan xét:

Day ciing 1a mot cach phat biéu chinh xac rang
f(z)dan dén7khizdin dén3.That vay, dang
thirc (*) cho thiy gia tri cia f(z) c6 thé chon nim
cach 7mot khoang tily ¥ & bang cach cho = nhéan
cac gia tri cach 3 mot khoang nhd hon Znhu‘ng

T#3.
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Cubi cung, GV goi mé dé HS phat bicu mot
dinh nghia chinh xdc v€ gi6i han qua ngdén ngtr
£,0 bang cac st dung (*) nhu mdt mo hinh. Dinh
nghia duoc phat biéu nhu sau:

Cho f1la ham sb xac dinh trén khoang mo co
chira @, c6 thé khong xéac dinh tai a. Ta néi ring
gi6i han cia f(z) khi x dan dén ala L, va ta viét:

lim f(z)=L

Tr—>a
néu véi moi s6 >0 ¢6 mot sO >0 sao cho
néu O<|x—a|<5 thi |f(x)—L|<g.

Tiép theo, mot sb hoat dong day va hoc Xudt
phat tir tinh hudng thyc tién dugc xdy dung nham
lam r5 rang hon cho HS vé& quan diém “ xép
xi f( ) clia khai niém giéi han. Tinh hudng thyc

té duoc lya chon dudi day voi nglr canh kha quen
thudc dé HS c6 thé hiéu rd tinh hudng va c6 kha
nang tim ra mo hinh toan phu hgp.

Hoat dong 2: (10 phut, lam viéc theo nhom).

Tinh huong 2. Cac em hay quan sat hai birc
anh bén dudi va tra 101 cac cau hoi sau:

Cau hoi 1: Cac em thay nhimng gi? Cac em quan
tam dén diéu gi?

Cau hoi 2: Cac em c6 lién hé dén céac kién thirc
toan hoc nao di biét khong? Kién thirc toan hoc dé
la gi?

Mdi HS s& c6 dugc nhing cau tra 16i riéng cho
minh va s€ cé hang loat cac y kién, cac tranh ludn
vé hai birc anh di dugc dua ra ching han: vé nhiing
ngudi the co khi dang lam viée, nhitng miéng kim
loai hinh tron, chi phi san xuét vat liéu,... Nhiing
kién thirc toan hoc nhic dén 1a: hinh tron, dién tich,
ban kinh.

Cau hoi 3: Néu yéu cau phai lam ra nhiéu
miéng kim loai hinh tron c¢6 dién tich chinh xac

tuyét dbi 12 1000 cm?, ngudi tho co khi ¢6 chéc
chén thue hién duge khong? Vi sao?

Véi cau hoi nay, GV va HS sé& di dén tong két
nhu sau:

“Khong thé do duoc chinh xac dién tich mot
hinh tron vi trong cong thire tinh dién tich hinh tron
c6 chira so vo ti la 7z. Do do, ngudi tho co khi kho
chac chan sé lam dugc nhitng miéng kim loai hinh
tron ¢6 dién tich chinh x4c tuyét déi la 1000 cm? ™.

Cau hoi 4: Néu yéu cau phai lam ra nhiéu
mieng kim loai hinh tron c6 dién tich la 1000

2 . . 5 LA
cm”, sau khi nguoi tho 1am xong, em c6 nhan xét
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gi vé dién tich ciia cac miéng kim loai d6 véi dién
tich chuan 1000 cm?.

Bang cach tan dung két luan cua cau hoi 3, HS
¢6 thé dwa ra nhan xét rang dién tich cua cac miéng
kim loai sau khi dugc nguoi thg 1am xong sé& sai
khac mot con sd rit nho va luén gan bang vai dién
tich 1000 cm? Tir d6, HS bat dau hinh thanh nhiing
¥ niém vé sy xap xi trong tinh hudng thyc té vira
néu.

Hoat dong 3: (30 phut, lam viéc theo nhom).

GV dua ra tinh huéng 3 bér}g cach phat phiéu
h(.)‘c tap cho cac nhom. GV yéu cau HS thdo ludn va
dién cau tra 161 vao phicu hoc tap.

Tinh huf')qg 3. Mot tho co khi duoc yéu cau
lam ra mgt miéng kim loai hinh tron c6 dién tich la
1000 cm?.

a) Ban kinh ctia miéng kim loai 1a bao nhiéu?

b) Néu sai s cho phép ddi v6i dién tich miéng
kim loai 1a +5 cm? thi nguoi thg may phai kiém
soat sai s6 ddi v6i ban kinh miéng kim loai trong
pham vi bao nhiéu?

¢) Lam lai cau (b) véi sai s6 cho phép dbi véi
dién tich miéng kim loai la +3 cm?.

d) Em c6 nhan xét gi vé mdi quan hé giita sai s6
doi voi dién tich va sai s0 doi vdi ban kinh?

e) Trong céu (b), xét vé dinh nghia ¢,6 cua

lim f(z)=Lthi zla gi? f(z)lag? alag? Lla
T—>a
gi? Gia tri & dugc cho 1a bao nhiéu? Gia tri tuong
ung cua & 1a bao nhiéu?

Cac nhom théao luén va tra 101 vao phiéu hoc tap
cac cau hoi do GV dit ra. Ti€p theo, GV thu cac
phi€u hoc tdp cua cidc nhom. Sau do, GV chon
phiéu hoc tap cua mot vai nhém va cung HS phan
tich va nhan xét. Cudi cung, GV trinh bay bai giai
mong doi cia cac cau hoi 1én bang.

Dé giai cac cau (a), (b) va (c) cua bai toan nay,
HS thuong phai trai qua 4 budc cua qua trinh mo
hinh hoéa toan hoc nhung d6i lic cac em khong
nhén ra. Qua trinh s€ dién ra nhu sau:

Buwére 1. Lap ra mot mo hinh toan hoc

Goi Sva R lan luot 1a dién tich va ban kinh
ctia miéng kim loai hinh tron. Do d6, S=7R2.

Buwée 2. Giai bai toan

Ban kinh chuén 1a R:J@zn,su cm.
T
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Vi sai s6 cho phép ddi voi dién tich miéng

kim loai 1a +5 cm?nén ta co 995<7zR2<1005.

Khi do: Ryin =y 22 17,797 .
T

Riax :4/$z17,886 cm.

Do sai 1éch vai ban kinh chuan la:

‘177841—17,797‘:0,044 cm;

\17,841—17,886\:0,045 cm.

Bude 3. Dua ra sy giai thich cho tinh hubng
thuee té

Dé chéc chén rang gia tri cia dién tich s& nam
trong doan [995;1005], sai s6 cho phép dbi véi ban

kinh dwoc chon phai 1a gia tri nho nhit trong hai
gia tri 0,044 va 0,045. Do d9, sai s6 cho phép doi voi
ban kinh 1a xap xi 0,044 cm.

Budée 4. Kiém nghiém lai cac du bdo, sy giai
thich va mo hinh toan hoc da xay dung

Mo hinh toan hoc dugc dua ra 1a hoan toan phu
hop voi gia thiét ciia bai toan. HS chi can kiém tra
lai cac budc tinh todn cho dung 1a c¢6 thé hoan
thanh 161 giai cac cau (a) va (b).

D6i véi cau hoi (c), HS chi can thuc hién lai
tuong tu cac budc giai cta cau (b). Piéu nay nham
tao diéu kién dé HS co6 thé dua ra cau tra 1i cho
cau (d). Loi giai mong doi cta cau (d) nhu sau:

Néu sai s6 dbi v6i dién tich cang 16n thi sai sb
dbi v6i ban kinh ciing cang 16n va nguogc lai; didu
nay nham dan dén mot két luan 13 « sai sé doi véi
dién tich sé quyét dinh sai sé6 doi véi ban kinh ™
hay c6 thé néi theo mot cach khac “ do xdp xi ciia
dién tich dang thiét ké véi dién tich chudan 1000

2

em® sé quyét dinh d¢ xdp xi cia ban kinh dang
thiét ké véi ban kinh chudn |*°°° cm, >,
T

Cudi cing, yéu cau trong céu (e) voi myc dich
chi r6 cho hoc sinh sy thé hién cua dinh nghia
chinh xac vé gidi han trong thuc t€. Loi giai mong
doi cua cau (e) nhu sau:

batz1a ban kinh, f(z)1a dién tich, ala ban

kinh chuén, L c6 gid trj 1a 1000 em?. Ngudi thy co
khi khong thé nao cat dugc mot miéng kim loai cé

dién tich chinh xdc 1a 1000 cm?. Tuy nhién, ngudi
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tho co khi mubén mic do sai léch vé dién tich
khong duge 16n hon =5 cm?. Do d6, nguoi thg co
khi phai cit miéng kim loai v&i ban kinh chi sai
léch v6i ban kinh chuan khong qué gi tri §~0,044
cm.

3 KET LUAN

Ban chét cua khai niém gi6i han duogc 16t ta mot
cach siu sic dudi sy phan anh cua thyc té. Nhiing
chudng ngai tri thirc luén ciia HS khi linh héi khai
niém tinh té nay phan nao dwogc giam di dang ké.
Hon thé, khai niém gidi han cling phan anh lai thé
gidi hién thuc. Chinh diéu nay, HS hiéu sau hon
mbi lién hé chat ché gitta khai ni€ém nay va rdng
hon 1a gitra cac kién thtc toan hoc khac véi thuc
tién cudc sdng. Ngoai ra, thong qua qua trinh mo
hinh hoa toan hoc, mét sé hoat dong day va hoc
cac khai niém khac ching han nhu: dao ham, tich
phan, ... hoan toan cé thé duge xdy dung vai muc
dich gitip cho HS phat trién kha ning nhan thic tri
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thire toan hoc ¢ muc d6 cao hon va nang cao cac ki
nang giai quyet cac van de thyc tien.
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